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V zaključni nalogi je predstavljen problem upogiba konzolno vpetega nosilca, 
obremenjenega z vertikalno in horizontalno silo ter momentom na prostem koncu. Nosilec 
se deformira elasto-plastično. Na začetku naloge so predstavljena dela ostalih avtorjev, ki 
so se ukvarjali z omenjenim problemom. Sledi izračun povesa elastičnega nosilca, v 
nadaljevanju pa je izračun nadgrajen z upoštevanjem elastično-linearno plastičnega in 
elastično–Ludwickovo plastičnega reološkega modela. Pri obeh modelih smo upoštevali še 
vpliv elastične podlage. Predstavljeni so tudi rezultati povesov razbremenjenega nosilca. V 
nalogi je tako predstavljena enostavna metoda za izračun povesov nosilcev, katera ima 
številne možnosti relativno enostavnega nadgrajevanja. 
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In this thesis, bending of a cantilever beam, loaded with vertical and horizontal force and 
moment at free end, is presented. The beam deforms into elasto-plastically. In the 
beginning of the text, contributions of other authors, who worked on the mentioned 
problem, are presented. Next, calculating procedure for deflections of elastic beam is 
presented, followed by the upgrade of the model into elastic-linear plastic and elastic-
Ludwick plastic rheology model. In both models, the influence of elastic foundation is 
considered. The springback deflections are also studied. Our simple method for computing 
cantilever beam deflections can relatively easily be upgraded. 
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1 Uvod 
1.1 Opis problema 
Obravnavali bomo konzolno vpet nosilec, ki je na prostem koncu obremenjen s 
konservativno vertikalno in horizontalno silo ter upogibnim momentom. Nosilec se pri 
upogibu delno plastificira, delno pa ostane v elastičnem področju. Na začetku bomo 
obravnavali poves elastičnega nosilca, v nadaljevanju bomo računski model nadgradili na 
elastično-linearno plastični in elastično-Ludwickovo plastični reološki model. Pri obeh 
reoloških modelih bomo upoštevali tudi vpliv elastične podlage. 
 
 
1.2 Cilji 
Cilj zaključne naloge je bil opisati obremenjeno stanje nosilca in razbremenitev, tj. določiti 
povese, ko na nosilec deluje obremenitev in ko z nosilca odstranimo vse obremenitve. 
Napetostno-deformacijsko stanje smo opisali z elastično-linearno plastičnim in elastično- 
Ludwickovo plastičnim reološkim modelom. Izračun smo izvedli s pomočjo lastne kode, ki 
temelji na iterativnem reševanju v programskemu paketu MATLAB. Nosilec smo razdelili 
na n – 1 segmentov, za katere smo predpostavili, da v obremenjenem stanju zavzamejo 
obliko krožnega loka. 
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2 Teoretične osnove elastičnega nosilca 
2.1 Pregled literature 
B. Wang in G. Lu sta v svojemu delu [1] pokazala enostavno metodo za izračun konzolno 
vpetega nosilca v elastoplastičnem področju z upoštevanjem teorije velikih premikov. 
Obremenjen nosilec sta razdelila na večje število manjših segmentov, katere sta 
aproksimirala s krožnimi loki. Uporabila sta linearno elastičen-linearno plastičen reološki 
model. Cilj njune raziskave je bil pokazati odvisnost povesa od obremenitve, porazdelitev 
ukrivljenosti po nosilcu in velikost območja plastične deformacije. Dokazala sta 
enostavnost in uporabnost take metode v primerjavi z ostalimi študijami. T. X. Yu in W. 
Johnson sta v svojemu delu [2] teorijo elastičnosti upogibno obremenjenega konzolnega 
nosilca nadgradila s teorijo velikih plastičnih pomikov. Za nosilec sta predpostavila, da je 
pravokotnega prereza, obnaša pa se v skladu z elastičnim-idealno plastičnim reološkim 
modelom. Rezultate sta pridobila s perturbacijsko metodo in numerično integracijo. 
Pokazala sta vpliv upogibnega momenta na nastanek območja plastifikacije. Prav tako sta 
se T. X. Yu in W. Johnson v delu [3] posvetila izračunu razbremenitve konzolnega, 
upogibno obremenjenega nosilca. Pridobila sta odvisnost med ukrivljenostjo delčka nosilca 
in bremenom za primer čistega upogiba oz. upogiba zaradi momenta. Dalje sta upoštevala 
točkovno obremenitev na prostem koncu konzolno vpetega nosilca. M. Sitar je v delu [4] 
obravnaval elastoplastični upogib in razbremenitev nosilca z nesimetričnim prerezom. 
Uporabljeno je bilo elastično-nelinearno materialno obnašanje. Z numeričnimi in 
eksperimentalnimi rezultati je bil potrjen velik vpliv bremena na obremenjeno in 
razbremenjeno stanje nosilca. 
 
I. Fried je v svojemu delu [5] obravnaval konzolno vpeto neraztegljivo palico, 
obremenjeno v elastoplastičnem področju. Za izračun je uporabil nelinearno metodo 
končnih elementov, katero je nadgradil z upoštevanjem nelinearnih materialnih lastnosti, 
značilnih za elastoplastične materiale. S tritočkovnim simetričnim upogibom tankega 
elastičnega nosilca se je v svoji raziskavi [6] ukvarjal M. Batista. Rešitev relacije med silo 
in pomikom nosilca je pridobil s pomočjo Jacobijevih eliptičnih funkcij. Pridobljene 
numerične rezultate je tudi primerjal z rezultati ostalih avtorjev, ki so delovali na tem 
področju. V raziskavi je tako dokazal, da je rešitev uporabna za vse tanke nosilce, oz. 
nosilce pri katerih lahko efekt njihove višine zanemarimo. V delu [7] sta avtorja B. A. 
Coulter in R. E. Miller za upogib konzolno vpetega nosilca v elastoplastičnem področju 
pokazala rešitev z vpeljavo tri-linearnega reološkega modela. Rešitev sta pridobila z 
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uporabo strelske metode, katero sta nadgradila z razbremenjevanjem in ponovnim 
obremenjevanjem nosilca. V metodi sta upoštevala tudi plastificiranje prereza nosilca. 
Pokazala sta, da je njuno rešitev mogoče uporabiti tudi za nosilce z različnimi oblikami 
prerezov. Z upogibom in plastifikacijo prerezov nosilca sta se v delu [8] ukvarjala J. 
Joudaki in M. Sedighi. Pokazala sta odvisnost porazdelitve zaostalih napetosti, ki so 
posledica plastifikacije prereza nosilca, v odvisnosti od višine prereza. Upoštevala sta 3 
reološke modele in dokazala, da bistveno ne vplivajo na porazdelitev napetosti. Dobljene 
rezultate sta primerjala z analizo s končnimi elementi. A. S. Shatnawi je v delu [9] 
obravnaval poves neprizmatičnega konzolno vpetega nosilca, obremenjenega z momentom 
na prostem koncu, po teoriji velikih pomikov. Uporabljen je bil Ludwickov reološki model 
z različnima moduloma elastičnosti v nateznem in tlačnem področju. Diferencialne enačbe 
problema je rešil analitično z uporabo vrst. Izvedene so bile analize za različne materialne 
značilnosti in momente, ki so pokazale velik vpliv spremenljivk na deformacijsko 
obnašanje. V svojemu magistrskemu delu [14] se je s tritočkovnim upogibom ukvarjal J. 
Švajger. V delu je obravnaval elastični, elastično-idealno plastični in elastično-linearno 
plastični reološki model. Numerično in eksperimentalno je določil povese nosilca, pri 
obremenjevanju je tudi upošteval trenje, ki se pojavi na obeh podporah. 
 
 
2.2 Statično ravnotežje 
Na majhnem ukrivljenem delčku nosilca, na katerega na prostem koncu delujejo moment 
T, horizontalna sila Fx in vertikalna sila Fz, mora biti izpolnjeno statično ravnotežje 
momentov. Iz slike 2.1 smo lahko zapisali zvezo za upogibni moment M. 
 
 
 
Slika 2.1: Statično ravnotežje 
 
Za vsako točko diskretiziranega nosilca smo zapisali, kakšen moment se pojavi v i-ti točki 
nosilca, kjer točka (xn, zn) predstavlja prosti konec nosilca. Moment je odvisen od pomika 
nosilca v smeri osi x in z.  
𝑀𝑖 = −𝑀(𝑥𝑖, 𝑧𝑖) = 𝑇 + 𝐹z(𝑥n − 𝑥𝑖) + 𝐹x(𝑧n − 𝑧𝑖) (2.1) 
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2.3 Povezava momenta in ukrivljenosti 
Izračunali smo povezavo med ukrivljenostjo delčka nosilca in momentom, ki povzroča to 
ukrivljenost. Najprej smo s pomočjo slike 2.2 izrazili povezavo med specifično 
deformacijo in ukrivljenostjo delčka nosilca. 
 
 
 
Slika 2.2: Deformacija upogibno obremenjenega delčka nosilca 
𝜀 =
𝐴′𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴𝐵̅̅ ̅̅
𝐴𝐵̅̅ ̅̅
=
(𝜌 + 𝑧)𝑑𝜑 − 𝜌𝑑𝜑
𝜌𝑑𝜑
=
𝑧
𝜌
= 𝜅𝑧 (2.2) 
 
Hookov zakon σ = Eε in dobljeno zvezo za deformacijo (2.2) smo vstavili v enačbo za 
izračun upogibnega momenta M = ∫r×dF, 
𝑀 = ∫ 𝑧𝜎(𝑧)𝑑𝐴
 
𝐴
 (2.3) 
 
Od tod dobimo 
𝑀 = 𝐸𝜅 ∫ 𝑧2𝑑𝐴 = 𝐸𝐼yy𝜅
 
𝐴
 (2.4) 
𝜅 =
𝑀
𝐸𝐼yy
 (2.5) 
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Ukrivljenost elementa nosilca, izraženo z diskretnimi vrednosti, podaja enačba (2.6). 
𝜅𝑖,𝑖+1 =
𝑀𝑖 + 𝑀𝑖+1
2𝐸𝐼yy
 
 
(2.6) 
 
 
2.4 Pomik obremenjenega nosilca 
Pri pomiku diskretiziranega nosilca nas je zanimal pomik posameznih točk v x in z smeri. 
Označili smo kot zasuka i-tega vozlišča ϑi, kot krožnega loka φi,i+1 ter krivinski radij ρi,i+1 
delčka nosilca in lokalni ortogonalni krivočrtni koordinatni sistem (ξ, η), kjer je koordinata 
ξ tangenta na nosilec, koordinata η pa ima smer krivinskega radija. 
 
 
 
Slika 2.3: Pomik deformiranega nosilca [10] 
 
S pomočjo slike 2.3 smo lahko zapisali kot ϑi , ki predstavlja zasuk koordinatnega sistema 
(ξ, η) v i-tem vozlišču nosilca, kjer ϑ0 predstavlja kot vpetja nosilca. 
𝜗𝑖 = 𝜗0 + ∑ 𝜑𝑖 = 𝜗0 + ∑ 𝑙𝑖,𝑖+1𝜅𝑖,𝑖+1
𝑛
𝑖=1
𝑛
𝑖=1
 (2.7) 
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Poljubno točko si smo zapisali v koordinatnem sistemu (ξ, η), ki ima izhodišče postavljeno 
v točki si-1 – to je točka, ki leži korak pred izbrano poljubno točko si ((2.8) in (2.9). Njeni 
koordinati sta 
𝜉𝑠𝑖−1(𝑠𝑖) = 𝜌𝑖,𝑖+1 sin(𝜑𝑖,𝑖+1) (2.8) 
𝜂𝑠𝑖−1(𝑠𝑖) = 𝜌𝑖,𝑖+1(1 − cos(𝜑𝑖,𝑖+1)) (2.9) 
 
Rotacija koordinatnega sistema (ξ, η) za zapis globalnih koordinat (x, z) za poljubno točko 
si je podana z matriko Q. 
𝑄 = [
cos(𝜗𝑖−1) −sin (𝜗𝑖−1)
sin (𝜗𝑖−1) cos (𝜗𝑖−1)
] (2.10) 
 
Globalna koordinata i-te točke je tako 
[
𝑥𝑖
𝑧𝑖
] = [
cos (𝜗𝑖−1) − sin(𝜗𝑖−1)
sin(𝜗𝑖−1) cos(𝜗𝑖−1)
] [
𝜉𝑠𝑖−1(𝑠𝑖)
𝜂𝑠𝑖−1(𝑠𝑖)
] + [
𝑥𝑖−1
𝑧𝑖−1
] (2.11) 
 
Matrični zapis smo nato razstavili v dve enačbi in ju uporabili za izračun pomika i-te točke 
nosilca v x (2.12) in z smeri (2.13). 
𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 + 𝜉𝑠𝑖−1(𝑠𝑖) cos(𝜗𝑖−1) − 𝜂𝑠𝑖−1(𝑠𝑖) sin(𝜗𝑖−1) (2.12) 
𝑧𝑖 = 𝑧𝑖−1 + 𝜉𝑠𝑖−1(𝑠𝑖) sin(𝜗𝑖−1) + 𝜂𝑠𝑖−1(𝑠𝑖) cos(𝜗𝑖−1) (2.13) 
 
Povzeto po virih [1], [2] in [10]. 
 
 
2.5 Upogib elastičnega nosilca 
Izračun povesa nosilca smo izvedli s pomočjo iteracijske metode, kot jo prikazuje bločna 
shema na sliki 2.4. Za vsak delček nosilca izračunamo momente in ukrivljenosti, ki se 
pojavijo, za pripadajoča vozlišča pa izračunamo povese, s pomočjo zgoraj izpeljanih enačb 
((2.7), (2.12), (2.13), (2.1) in (2.6)). 
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Slika 2.4: Shema izračuna upogiba elastičnega nosilca 
 
Pri izračunu povesa smo upoštevali parametre, ki jih podaja preglednica 2.1. Za 
obremenitev smo določili horizontalno silo Fx velikosti 10 N, moment na prostem koncu 
nosilca T velikosti 1000 Nmm, vertikalno silo Fz pa smo povečevali od 10 do 50 N s 
korakom 10 N. 
 
Preglednica 2.1: Podatki za izračun povesa elastičnega nosilca 
L [mm] E [MPa] h [mm] b [mm] ϑ0 [°] 
1000 210000 4 24 0 
 
 
Slika 2.5 prikazuje rezultate povesa. S povečevanjem sile v vertikalni smeri se pomik 
nosilca v smeri osi z povečuje. 
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Slika 2.5: Poves elastičnega nosilca 
 
Rezultate smo primerjali s programskim paketom ANSYS Mechanical APDL. Uporabili 
smo elemente tipa BEAM 188 [13]. Za obremenitev smo uporabili enake vrednosti kot pri 
zgornjih rezultatih, le vrednost vertikalne sile smo fiksirali na 20 N. Preglednica 2.2 
prikazuje omenjeno primerjavo. 
 
Preglednica 2.2: Primerjava povesa elastičnega nosilca 
Število delitev 
MATLAB ANSYS Absolutna napaka 
[mm] 
Relativna napaka 
[%] zn [mm] f [mm] 
10 285,6558 285,788 - 0,1322 - 0,046258 
50 286,3441 286,348 - 0,0039 - 0,001362 
100 286,3656 286,366 - 0,0004 - 0,000140 
200 286,3709 286,371 - 0,0001 - 0,000035 
300 286,3719 286,372 - 0,0001 - 0,000035 
 
 
2.6 Upogib nosilca z upoštevanjem elastične podlage 
Elastična podlaga je podlaga pod konzolno vpetim nosilcem z neko porazdeljeno togostjo 
Kep. V našem primeru smo jo nadomestili z vzmetmi pod vsakim vozliščem nosilca. Vsaka 
vzmet, odvisno od vertikalnega pomika z, ustvari vertikalno silo, ki prispeva k vrednosti 
notranjega momenta v določenem vozlišču. Slika 2.6 prikazuje del nosilca od i-tega 
vozlišča do prostega konca. 
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Slika 2.6: Statično ravnotežje z elastično podlago 
Kot v poglavju 2.2, smo zapisali, kakšen moment se pojavi v i-tem vozlišču nosilca, le da 
smo upoštevali še doprinos momenta vseh vzmeti od prostega konca nosilca do i-tega 
vozlišča. 
𝑀𝑖 = 𝑇 + 𝐹z(𝑥n − 𝑥𝑖) + 𝐹x(𝑧n − 𝑧𝑖) − 𝑀v𝑖 (2.14) 
𝑀v𝑖 = ∑ 𝑘𝑧𝑝+1(𝑥𝑝+1 − 𝑥𝑖)
𝑛−1
𝑝=𝑖
 (2.15) 
 
Izraz za doprinos momenta vzmeti (2.15) si lahko enostavno ponazorimo na naslednjem 
primeru. Zamislimo si konzolno vpeti nosilec, ki ga razdelimo na 4 enake delčke, kar 
pomeni da imamo n = 5 vozlišč, kot prikazuje slika 2.7. 
 
 
 
Slika 2.7: Primer elastične podlage 
 
Če se postavimo v vozlišče i = 2, lahko zapišemo, kakšen je doprinos momenta, ki ga 
povzročajo vzmeti glede na vozlišče 2. 
𝑀v2 = 𝑘𝑧3(𝑥3 − 𝑥2) + 𝑘𝑧4(𝑥4 − 𝑥2) + 𝑘𝑧5(𝑥5 − 𝑥2) (2.16) 
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Togost posamezne vzmeti k je odvisna od porazdeljene togosti elastične podlage Kep, 
podane v N/m2 in od diskretizacije nosilca n. Vzmeti so v smeri osi x proste, zato ne 
vplivajo na pomik nosilca v smeri osi x. 
𝑘 =
𝐾ep𝐿
𝑛 − 1
 (2.17) 
 
Postopek izračuna je enak kot v zgornjem poglavju, nadgrajena je bila le metoda izračuna 
momenta v posameznem vozlišču. 
 
Slika 2.8 prikazuje primerjavo med elastičnim nosilcem (prekinjena črta) in elastičnim 
nosilcem z upoštevano elastično podlago (polna črta). Razvidno je, da elastična podlaga 
zmanjša poves nosilca. Velikost elastične podlage znaša 10 N/m2. 
 
 
 
Slika 2.8: Poves elastičnega nosilca z upoštevanjem elastične podlage 
 
Rezultate povesa smo preverili s programskim paketom ANSYS Mechanical APDL, ki jih 
prikazuje preglednica 2.3. Razvidno je dobro ujemanje rezultatov. 
 
Preglednica 2.3: Primerjava povesa elastičnega nosilca z elastično podlago 
Število delitev 
MATLAB ANSYS Absolutna napaka 
[mm] 
Relativna napaka 
[%] zn [mm] f [mm] 
10 276,6383 276,758 0,1197 0,043251 
50 278,5748 278,577 0,0022 0,000790 
100 278,7504 278,750 - 0,0004 - 0,000143 
200 278,8326 278,831 - 0,0016 - 0,000574 
300 278,8592 278,858 - 0,0012 - 0,000430 
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3 Plastifikacija obremenjenega nosilca 
V nadaljevanju naloge smo elastično teorijo upogiba nadgradili s plastifikacijo nosilca. 
Obravnavali smo 2 primera reoloških modelov, katera prikazuje slika 3.1. 
 
- Elastično-linearno plastični reološki model 
- Elastično-Ludwickovo plastični reološki model 
 
 
 
Slika 3.1: Obravnavana reološka modela 
 
3.1 Elastično-linearno plastični material 
3.1.1 Napetosti v materialu 
Obravnavali smo elastično-linearno plastični reološki model. Slika 3.2 prikazuje omenjeni 
reološki model. Napetost se do plastične deformacije εp spreminja po Hookovem zakonu, 
doseže napetost tečenja σp in se v nadaljevanju spreminja po enačbi premice. Modul 
elastičnosti je v tem območju skaliran s faktorjem α. 
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Slika 3.2: Diagram σ(ε) za elastično-linearno plastični material 
 
Zapisali smo funkcijo odvisnosti spreminjanja napetosti od deformacije. 
𝜎(𝜀) = {
𝐸𝜀;                                0 ≤ |𝜀| ≤ 𝜀p
𝜎p + 𝛼𝐸(𝜀 − 𝜀p);   𝜀p < |𝜀| < ∞
 (3.1) 
 
Glede na izbran reološki model se v prerezu pojavijo napetosti v odvisnosti od koordinate 
z, kot prikazuje slika 3.3. S pomočjo enačbe (2.2) smo izrazili mejo plastičnosti c, 
odvisnost napetosti od deformacije (3.1) pa prevedli na odvisnost napetosti od koordinate 
z. 
 
 
 
Slika 3.3: Napetosti v prerezu elastično-linearno plastičnega materiala 
𝑐 =
𝜀p
𝜅
=
𝜎p
𝐸𝜅
 (3.2) 
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𝜎(𝑧) = {
𝐸𝜅𝑧;                             0 ≤ |𝑧| ≤ 𝑐
𝜎p + 𝛼𝐸(𝜅𝑧 − 𝜀p);   𝑐 < |𝑧| ≤
ℎ
2
 (3.3) 
 
 
3.1.2 Obremenitev v prerezu 
V prerezu materiala imamo tako 2 značilna območja, del prereza, ki je v elastičnem 
področju (E) in del prereza, ki je v plastičnem področju (P). Slika 3.4 prikazuje omenjeni 
področji v prerezu nosilca. 
 
 
 
Slika 3.4: Elastični in plastični del prereza nosilca 
 
Iz slike 3.4 smo sklepali, da se ob določeni obremenitvi, najprej plastificirajo najbolj 
oddaljena področja prereza od osi y. To pomeni, da bo v plastično področje najprej prešlo 
vlakno na oddaljenosti h/2 od osi y, zato smo lahko s pomočjo enačbe (2.2) definirali, kaj 
predstavlja mejna elastična ukrivljenost. 
𝜅e =
2𝜎p
𝐸ℎ
 (3.4) 
 
Moment, ki je potreben za začetek plastične deformacije najbolj oddaljenih vlaken 
predstavlja enačba (3.5). Uporabili smo zvezi (2.4) in (3.4) ter zvezo za vztrajnostni 
moment prereza pravokotnega prereza Iyy = bh
3/12. 
𝑀e = 𝐸𝐼yy𝜅e =
𝜎p𝑏ℎ
2
6
 (3.5) 
 
Z enačbo (2.3) za  moment smo s pomočjo slike 3.4 zapisali, kakšen moment se pojavi v 
prerezu nosilca. V tlačnem področju smo uporabili enak zakon kot v nateznem področju. 
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𝑀 = 2 ∫ 𝑧𝜎(𝑧)𝑏𝑑𝑧 + 2 ∫ 𝑧𝜎(𝑧)𝑏𝑑𝑧
ℎ
2
𝑐
𝑐
0
 (3.6) 
 
V dobljen izraz za moment (3.6) smo vpeljali funkcijo odvisnosti napetosti od z koordinate 
(3.3), z ozirom na postavljene meje. V postopku integracije izraza smo produkt Eεp 
zamenjali z napetostjo tečenja σp, za eliminacijo spremenljivke c pa vpeljali izraz (3.2). 
𝑀 = −
𝜎p
3𝑏
3𝐸2𝜅2
(1 − 𝛼) +
1
12
𝛼𝐸𝜅𝑏ℎ3 +
1
4
𝜎p𝑏ℎ
2(1 − 𝛼) (3.7) 
 
Dobljeni izraz za moment v prerezu nosilca (3.7) smo normirali z mejnim elastičnim 
momentom (3.5) na podoben način kot v [1]. S preurejanjem izraza smo opazili, da smo 
izpeljali polinom 3. reda. 
𝑚 =
𝑀
𝑀e
 (3.8) 
𝛼𝐸3𝜅3ℎ3 + 𝜎p𝐸
2𝜅2ℎ2(3 − 2𝑚 − 3𝛼) − 4𝜎p
3(1 − 𝛼) = 0 (3.9) 
 
S pomočjo Cardanovega pravila smo nato analitično izračunali ukrivljenost κ*, kar nam je 
bistveno pohitrilo delovanje programa, saj bi v nasprotnem primeru polinom morali 
razrešiti z iskanjem ničel, od tega pa bi bila prava le ena, saj sta ostali dve v splošnem 
kompleksni. 
𝜅∗ = √𝑅 + √𝑄3 + 𝑅2
23
+ √𝑅 − √𝑄3 + 𝑅2
23
− 𝑈 (3.10) 
𝑅 =
54𝛼2𝜎p
3(1 − 𝛼) − 𝜎p
3(3 − 2𝑚 − 3𝛼)3
27𝛼3𝐸3ℎ3
 (3.11) 
𝑄 = − (
𝜎p(3 − 2𝑚 − 3𝛼)
3𝛼𝐸ℎ
)
2
 (3.12) 
𝑈 =
𝜎p(3 − 2𝑚 − 3𝛼)
3𝛼𝐸ℎ
 (3.13) 
 
Na koncu smo zapisali izraz za izračun ukrivljenosti delčka nosilca v diskretizirani obliki. 
𝜅𝑖,𝑖+1 = {
𝜅e𝑚𝑖,𝑖+1;    0 ≤ 𝑚𝑖,𝑖+1 ≤ 1
𝜅𝑖,𝑖+1
∗ ;           1 < 𝑚𝑖,𝑖+1 < ∞
 (3.14) 
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Dobljen izraz (3.14) nam pove, da v kolikor se v delčku nosilca pojavi moment manjši ali 
enak od mejnega elastičnega momenta (3.8), v tem primeru je razmerje m manjše ali enako 
1, je ukrivljenost delčka proporcionalna produktu mejne elastične ukrivljenosti κe in 
razmerja momentov m. V kolikor pa z obremenitvijo presežemo mejni elastični moment, 
pa se ukrivljenost delčka nosilca izračuna s Cardanovim pravilom. Skladno z opisanim 
izračunom ukrivljenosti smo nadgradili postopek izračuna, ki ga prikazuje slika 3.5. 
 
 
 
Slika 3.5: Shema izračuna upogiba elastoplastičnega nosilca 
 
 
3.1.3 Rezultati izračuna 
Za izračun povesa nosilca v elastoplastičnem področju smo ohranili parametre iz poglavja 
2.5 (preglednica 2.1). Definirali smo le še razmerje med moduloma elastičnosti α = 0,3 in 
Plastifikacija obremenjenega nosilca 
16 
napetost tečenja materiala σp = 100 MPa. Tako kot v omenjenem poglavju smo upoštevali 
enake obremenitve. 
 
Slika 3.6 prikazuje poves nosilca z elastičnim-linearno plastičnim materialom (polna črta) 
v primerjavi z elastičnim nosilcem (prekinjena črta). Opazili smo, da se elastoplastični 
nosilec veliko bolj povesi kot elastični, kar je posledica manjšega modula v plastičnem 
območju. 
 
 
 
Slika 3.6: Poves linearno plastičnega nosilca 
 
Slika 3.7 prikazuje poves nosilca z elastičnim-linearno plastičnim materialom z 
upoštevanjem (polna črta) in brez (prekinjena črta) upoštevanja elastične podlage. Potrdili 
smo naša pričakovanja, da elastična podlaga zmanjša velikost povesa nosilca. 
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Slika 3.7: Poves linearno plastičnega nosilca z upoštevanjem elastične podlage 
 
Rezultate elastoplastičnega nosilca smo tudi v tem primeru primerjali z rezultati, 
pridobljenimi s programskim paketom ANSYS Mechanical APDL. Preglednica 3.1 
prikazuje primerjavo brez upoštevanja elastične podlage, preglednica 3.2 pa z 
upoštevanjem elastične podlage. 
 
Preglednica 3.1: Primerjava povesa linearno plastičnega nosilca 
Število delitev 
MATLAB ANSYS Absolutna napaka 
[mm] 
Relativna napaka 
[%] zn [mm] f [mm] 
10 523,8140 524,071 - 0,2570 - 0,049039 
50 525,3212 525,558 - 0,2368 - 0,045057 
100 525,3683 525,589 - 0,2207 - 0,041991 
200 525,3801 525,602 - 0,2219 - 0,042218 
300 525,3823 525,603 - 0,2207 - 0,041990 
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Preglednica 3.2: Primerjava povesa linearno plastičnega nosilca z elastično podlago 
Število delitev 
MATLAB ANSYS Absolutna napaka 
[mm] 
Relativna napaka 
[%] zn [mm] f [mm] 
10 492,0982 492,770 - 0,6718 - 0,136331 
50 497,8074 498,232 - 0,4246 - 0,085221 
100 498,3649 498,777 - 0,4121 - 0,082622 
200 498,6305 499,037 - 0,4065 - 0,081457 
300 498,7171 499,122 - 0,4049 - 0,081122 
 
 
Kot je razvidno iz primerjave, se rezultati povesa, pridobljenega z izračunom s 
predstavljeno metodo, dobro ujemajo z rezultati povesa programskega paketa ANSYS 
Mechanical APDL. 
 
 
3.1.4 Vpliv razmerja modulov elastičnosti 
Razmerje modulov elastičnosti α je razmerje med modulom elastičnosti v plastičnem 
področju in modulom v elastičnem področju. Slika 3.8 prikazuje diagram σ(ε), iz katerega 
je razviden vpliv razmerja modulov. S povečevanjem razmerja, se modul v plastičnem 
področju povečuje. 
 
 
 
Slika 3.8: Diagram σ(ε) za različna razmerja modulov elastičnosti 
 
Izračunali smo povese elastoplastičnega nosilca z uporabljenimi razmerji modulov, ki jih 
prikazuje slika 3.8. Rezultate povesa prikazuje slika 3.9, iz katere je razvidno, da se s 
povečevanjem razmerja, poves nosilca zmanjšuje.  
 
Pri razmerju α = 1 smo opazili, da se nosilec obnaša kot popolnoma elastični nosilec, saj 
smo z izbranim razmerjem v plastičnem področju zagotovili enak modul kot v elastičnem 
področju. 
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Slika 3.9: Vpliv razmerja modulov elastičnosti na poves elastoplastičnega nosilca 
 
 
3.2 Elastično-Ludwickovo plastični material 
3.2.1 Napetosti v materialu 
Obravnavali smo elastično-Ludwickovo plastični reološki model. Slika 3.10 prikazuje 
omenjeni reološki model. Napetost se tako kot v poglavju 3.1.1 do plastične deformacije εp 
spreminja po Hookovem zakonu, doseže napetost tečenja σp in se dalje spreminja v skladu 
z Ludwickovim reološkim modelom ([11] in [12]). 
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Slika 3.10 Diagram σ(ε) za elastično-Ludwickovo plastični material 
Omenjeni reološki model smo nekoliko modificirali, da smo v točki (σp, εp) zagotovili 
prehod, ki je v temu primeru nezvezen. 
𝜎(𝑧) = 𝐸L(𝜀
𝑤 − 𝜀p
𝑤) + 𝜎p (3.15) 
 
Zapišemo lahko funkcijo odvisnosti spreminjanja napetosti od deformacije. 
𝜎(𝜀) = {
𝐸𝜀;                                   0 ≤ |𝜀| ≤ 𝜀p
𝐸L(𝜀
𝑤 − 𝜀p
𝑤) + 𝜎p;   𝜀p < |𝜀| < ∞
 (3.16) 
 
Na podoben način kot pri elastično-linearno plastičnemu reološkemu modelu smo prevedli 
napetost v odvisnosti od deformacije v odvisnost napetosti od koordinate z. Meja 
plastičnosti c ostane enaka. 
𝜎(𝑧) = {
𝐸𝜅𝑧;                                     0 ≤ |𝑧| ≤ 𝑐
𝐸L((𝜅𝑧)
𝑤 − 𝜀p
𝑤) + 𝜎p;    𝑐 < |𝑧| ≤
ℎ
2
 (3.17) 
 
 
3.2.2 Obremenitev v prerezu 
Tudi v temu primeru se v prerezu nosilca pojavita 2 značilna območja, zato lahko na enak 
način enačbo za moment (2.3) zapišemo v dveh delih. 
𝑀 = 2 ∫ 𝑧𝜎(𝑧)𝑏𝑑𝑧
𝑐
0
+ 2 ∫ 𝑧𝜎(𝑧)𝑏𝑑𝑧
ℎ
2
𝑐
 (3.18) 
Sledi enak postopek integracije in vpeljave izrazov kot v poglavju 3.1.2, vendar v temu 
primeru po normaliziranju z mejnim elastičnim momentom (3.5) ne dobimo polinom 3. 
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reda, ampak nelinearno enačbo (3.19), kjer q1, q2, q3, q4 in q5 predstavljajo koeficiente 
enačbe, parameter a pa je modulov elastičnosti E/EL. 
𝑞1𝜅
𝑤+2 + 𝑞2𝜅
2(𝑞3 − 𝑞4𝑚) + 𝑞5 = 0 (3.19) 
𝑞1 = 3 ∙ 2
−𝑤+1𝐸3ℎ𝑤+2 (3.20) 
𝑞2 = (𝑤 + 2)𝐸
2ℎ2 (3.21) 
𝑞3 = 3𝑎𝜎𝑝 − 3𝐸
−𝑤+1𝜎𝑝
𝑤 (3.22) 
𝑞4 = −2𝑎𝜎𝑝 
𝑞5 = 4𝜎𝑝
2(3𝐸−𝑤+1𝜎𝑝𝑤 − 𝑎(𝑤 + 2)𝜎𝑝 (3.23) 
 
(3.24) 
 
Enačbo smo razrešili z iskanjem ničle funkcije s pomočjo programskega paketa MATLAB. 
Na koncu smo zapisali izraz za izračun ukrivljenosti delčka nosilca v diskretizirani obliki. 
𝜅𝑖,𝑖+1 = {
𝜅e𝑚𝑖,𝑖+1;    0 ≤ 𝑚𝑖,𝑖+1 ≤ 1
𝜅𝑖,𝑖+1
∗ ;           1 < 𝑚𝑖,𝑖+1 < ∞
 (3.25) 
 
Postopek izračuna je enak izračunu v poglavju 3.1.2. 
 
 
3.2.3 Rezultati izračuna 
Za izračun povesa smo definirali še 2 parametra Ludwickovega reološkega modela, 
EL = 4200 MPa oz. a = 50 in w = 0,5. Na sliki 3.11 je prikazana primerjava povesa nosilca 
z elastičnim-Ludwickovo plastičnim reološkim modelom (polna črta) z elastičnim 
nosilcem (prekinjena črta). 
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Slika 3.11: Poves Ludwickovo plastičnega nosilca 
 
Opazimo lahko, da se nosilec z elastičnim-Ludwickovo plastičnim materialom povesi bolj 
kot elastični nosilec – podobno kot linearno plastični nosilec. Oba imata v plastičnem 
področju bistveno manjši modul kot v elastičnem. Ludwickovo plastični nosilec se pri 
večjih obremenitvah nekoliko bolj povesi kot linearno plastični, saj se mu modul 
zmanjšuje s povečevanjem deformacije, pri linearno plastičnem pa je konstanten skozi 
celotno plastično področje. 
 
Slika 3.12 prikazuje poves nosilca z elastičnim-Ludwickovo plastičnim materialom z 
upoštevanjem (polna črta) in brez (prekinjena črta) upoštevanja elastične podlage. Kot pri 
elastičnem in linearno plastičnem nosilcu se poves zaradi vpliva elastične podlage nekoliko 
zmanjša. 
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Slika 3.12: Poves Ludwickovo plastičnega nosilca z upoštevanjem elastične podlage 
 
Rezultate povesa nosilca smo primerjali z rezultati, pridobljenimi s programskim paketom 
ANSYS Mechanical APDL. Preglednici 3.3 in 3.4 prikazujeta primerjavo. 
 
Preglednica 3.3: Primerjava povesa Ludwickovo plastičnega nosilca 
Število delitev 
MATLAB ANSYS Absolutna napaka 
[mm] 
Relativna napaka 
[%] zn [mm] f [mm] 
10 538,3632 540,952 - 2,5888 - 0,478564 
50 540,5189 542,735 - 2,2161 - 0,408321 
100 540,5863 542,789 - 2,2027 - 0,405811 
200 540,6032 542,804 - 2,2008 - 0,405450 
300 540,6063 542,805 - 2,1987 - 0,405063 
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Preglednica 3.4: Primerjava povesa Ludwickovo plastičnega nosilca z elastično podlago 
Število delitev 
MATLAB ANSYS Absolutna napaka 
[mm] 
Relativna napaka 
[%] zn [mm] f [mm] 
10 497,2529 499,833 - 2,5801 - 0,516192 
50 504,5172 506,837 - 2,3198 - 0,457701 
100 505,2198 507,526 - 2,3062 - 0,454400 
200 505,5537 507,856 - 2,3023 - 0,453337 
300 505,6624 507,964 - 2,3016 - 0,453103 
 
 
Opazili smo, da v primerjavi pride do manjšega odstopanja. Vzrok tega je opis 
Ludwickovega reološkega modela s končnim številom linearnih odsekov v programu 
ANSYS Mechanical APDL. 
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4 Razbremenitev obremenjenega nosilca 
V praksi in mnogih ostalih aplikacijah nas bolj pogosto zanima, kakšno je deformacijsko 
stanje nosilca po razbremenitvi. Ker smo nosilec v zgornjih poglavjih obremenjevali v 
elastoplastičnem področju, je del prereza nosilca ostal v elastičnem področju, del nosilca 
pa se je plastificiral. 
 
Iz teorije trdnosti vemo, da se elastično obremenjeni nosilci popolnoma povrnejo v 
izhodiščno neobremenjeno stanje. Iz tega sledi, da se bodo vsi deli našega nosilca, ki so 
ostali v elastičnem področju, želeli vrniti v začetno stanje. 
 
To pomeni, da moramo od obremenjenega nosilca odšteti ves del, ki je potreben za 
elastično deformacijo. Slika 4.1 na diagramu σ(ε) prikazuje razbremenitev nosilca. Smer 
razbremenitve je vzporedna obremenjevanju v elastičnem delu. 
 
 
 
Slika 4.1: Prikaz razbremenitve v diagramu σ(ε) 
 
V enačbi za izračun ukrivljenosti (3.14) ta del predstavlja ravno produkt mejne elastične 
ukrivljenosti κe in razmerje momentov m. 
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𝜅𝑅𝑖,𝑖+1 = 𝜅𝑖,𝑖+1 − 𝜅e𝑚𝑖,𝑖+1 = {
0;                               0 ≤ 𝑚𝑖,𝑖+1 ≤ 1
𝜅𝑖,𝑖+1
∗ − 𝜅e𝑚𝑖,𝑖+1;    1 < 𝑚𝑖,𝑖+1 ≤ ∞
 (4.1) 
 
Dobljena zveza (4.1) nam pove, da v kolikor se je v delčku nosilca pojavil moment manjši 
ali enak od mejnega elastičnega momenta (3.5), v tem primeru je bilo razmerje m manjše 
ali enako 1, bo ukrivljenost delčka nosilca enaka 0, saj se bo elastično povrnil v začetno 
stanje. V kolikor pa je bil med obremenitvijo presežen mejni elastični moment, pa je 
potrebno od ukrivljenosti odšteti elastični del, ki je bil presežen med obremenjevanjem. 
 
Zaradi upoštevanja elastične podlage, smo tudi pri izračunu razbremenjenega stanja 
nosilca, izračun izvedli s pomočjo iterativnega reševanja, podobno kot pri obremenjevanju. 
V temu primeru smo zvezo za izračun ukrivljenosti po razbremenitvi nekoliko modificirali, 
da smo upoštevali še posledico ukrivljenosti zaradi momenta elastične podlage κep. 
𝜅𝑅𝑖,𝑖+1 = {
𝜅ep𝑖,𝑖+1;                                        0 ≤ 𝑚𝑖,𝑖+1 ≤ 1
𝜅𝑖,𝑖+1
∗ − 𝜅e𝑚𝑖,𝑖+1 + 𝜅ep𝑖,𝑖+1;    1 < 𝑚𝑖,𝑖+1 < ∞
 (4.2) 
 
Razbremenitev smo izvedli za oba predstavljena reološka modela. 
 
 
4.1 Elastično-linearno plastični material 
Slika 4.2 prikazuje primerjavo med obremenjenim (polna črta) in razbremenjenim 
(prekinjena črta) nosilcem z elastično-linearno plastičnim reološkim modelom. Kot v 
zgornjih izračunih smo upoštevali enake obremenitve. 
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Slika 4.2: Razbremenitev linearno plastičnega nosilca z upoštevanjem elastične podlage 
 
Slika 4.3 bolj nazorno prikazuje princip elastoplastičnosti in razbremenitve. Nosilec smo 
obremenili le z vertikalno silo velikosti 5 N. Tako smo dosegli, da se nosilec ni deformiral 
v plastično področje. Posledica tega je, da se pri razbremenitvi nosilec popolnoma vrne v 
začetno neobremenjeno stanje. 
 
 
 
Slika 4.3: Razbremenitev elastoplastičnega nosilca v začetno stanje 
 
Tudi v primeru razbremenjevanja smo izvedli primerjavo z ANSYS. Preglednica 4.1 
prikazuje primerjavo. 
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Preglednica 4.1: Primerjava razbremenitve linearno plastičnega nosilca z elastično podlago 
Število delitev 
MATLAB ANSYS Absolutna napaka 
[mm] 
Relativna napaka 
[%] zRn [mm] fR [mm] 
10 240,5163 241,230 - 0,7137 - 0,295859 
50 245,9750 246,713 - 0,7380 - 0,299133 
100 246,5496 247,283 - 0,7334 - 0,296583 
200 246,8277 247,556 - 0,7283 - 0,294196 
300 246,9190 247,646 - 0,7270 - 0,293564 
 
 
4.2 Elastično-Ludwickovo plastični material 
Slika 4.4 prikazuje primerjavo med obremenjenim (polna črta) in razbremenjenim 
(prekinjena črta) nosilcem z elastično-Ludwickovo plastičnim reološkim modelom. 
 
 
 
Slika 4.4: Razbremenitev Ludwickovo plastičnega nosilca z upoštevanjem elastične podlage 
 
V preglednici 4.2 je prikazana primerjava izračuna razbremenitve Ludwickovo plastičnega 
nosilca z rezultati programskega paketa ANSYS Mechanical APDL. 
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Preglednica 4.2: Primerjava razbremenitve Ludwickovo plastičnega nosilca z elastično podlago 
Število delitev 
MATLAB ANSYS Absolutna napaka 
[mm] 
Relativna napaka 
[%] zRn [mm] fR [mm] 
10 245,6723 248,677 - 3,0047 - 1,208274 
50 252,9847 256,008 - 3,0233 - 1,180940 
100 253,7359 256,754 - 3,0181 - 1,175483 
200 254,0976 257,115 - 3,0174 - 1,173560 
300 254,2161 257,233 - 3,0169 - 1,172828 
 
 
Pri elastično-linearno plastičnemu reološkemu modelu smo dobili boljše ujemanje. Vzrok 
tega je, kot predstavljeno v poglavju 3.2.3, aproksimacija elastično-Ludwickovo 
plastičnega reološkega modela s končnim številom linearnih odsekov v programskem 
paketu ANSYS Mechanical APDL. 
 
 30 
5 Zaključki 
V zaključni nalogi smo predstavili enostavno metodo za izračun deformacijskega stanja 
konzolno vpetega vitkega nosilca, ki je obremenjen z vertikalno in horizontalno silo ter 
momentom na prostem koncu. Z izvedbo zaključne naloge je bilo narejeno: 
1) Izračunali smo povese elastičnega nosilca. 
2) Metodo izračuna smo nadgradili z upoštevanjem elastično-linearno plastičnega  in 
elastično-Ludwickovega plastičnega reološkega modela. 
3) Opazili smo, da so povesi elastoplastičnega nosilca večji kot povesi elastičnega. 
4) Upoštevali smo obremenjevanje v elastično podlago. Skladno s pričakovanji so bili 
povesi manjši 
5) Izračunali smo povese razbremenjenega nosilca, ki smo jih primerjali s povesi 
obremenjenega nosilca. 
 
S predstavljeno metodo smo izračunali povese konzolnega nosilca, ki je lahko na prostem 
koncu obremenjen s konservativno vertikalno silo, konservativno horizontalno silo, 
momentom ali kombinacijo le teh. Metodo smo nadgradili z izračunom povesa 
razbremenjenega nosilca ali upoštevanjem elastične podlage. 
 
 
Predlogi za nadaljnje delo 
 
V omenjeni metodi smo za izračun povesa uporabili elastični-Ludwickovo plastični 
reološki model z nezveznim prehodom iz elastičnega v plastično področje. V nadaljnjem 
delu bi lahko Ludwickov reološki model modificirali tako, da bi zagotovili zvezen prehod. 
Teorijo obremenjevanja in razbremenjevanja bi lahko nadgradili v ciklično 
obremenjevanje in razbremenjevanje nosilca. Pri elastični podlagi bi lahko upoštevali tudi 
togost v smeri osi x. Elastično podlago bi tako nadomestili s končnim številom vzmeti pod 
vsakim vozliščem nosilca, v x in z smeri. Obremenitev bi lahko enostavno dodali tudi v 
poljubna vozlišča nosilca, ne samo na prosti konec. 
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